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Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen 
4. Ordnung und die zugehörigen Gruppen. 

Von Saul Epsteen. 



Einleitung. 



Lie hat versucht, seine Theorie der Transformationsgruppen, besonders der 
endlichen Gruppen (deren Transformationen nur von einer endlichen Anzahl 
Parameter abhängen) auf die Integration der Differentialgleichungen anzuwen- 
den. Er zeigte, dass in fast allen Fällen, wo es bisher gelungen war die Ord- 
nung einer gewöhnlichen Differentialgleichung zu erniedrigen, der innere 
Grund dafür die Existenz von Transformationen mit einer endlichen Anzahl 
Parameter ist, welche die betreffende Differentialgleichung invariant lassen. 
Diese Transformationen bilden notwendig eine Gruppe. Jeder Transforma- 
tionsgruppe, definirt durch ihre infinitesimalen Transformationen, ordnete er 
gewisse Punktionen zu (deren Wichtigkeit schon erkannt war), die Differen- 
tialinvarianten, welche ungeändert bleiben bei allen Transformationen der 
Gruppe, und nur bei diesen. Ausgenommen gewisse spezielle Fälle, auf welche 
wir hier nicht einzugehen brauchen, ist jede Gleichung, welche bei allen Trans- 
formationen der Gruppe ungeändert bleibt, eine Beziehung zwischen diesen 
Differentialvarianten. 

So fruchtbar und weittragend seine Methoden sind, in diesem Falle reichen 
sie nicht aus, denn im Allgemeinen bleibt nicht jede gewöhnliche Differential- 
gleichung höherer Ordnung 

/(„,„,£. ...)=0 (1) 

invariant gegenüber einer Gruppe im Sinne von Lie. Die partielle Differential- 
gleichung 

£+»£+»£■••• +*£=° < 2 > 

17 
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und die vollständigen Systeme die Lie untersucht hat, bleiben in der Tat invari- 
ant gegenüber einer Gruppe die aus einer gewissen Anzahl Parameter und den 
n -\- 1 Variablen x, x x , x z , . . . . x n aufgebaut ist. Aber solche Systeme sind von 
sehr spezieller Natur. 

Im Vergleich zur Vollständigkeit der Galois'schen Theorie der algebraischen 
Gleichungen kann die Unvollständigkeit von Lie's Theorie am besten eingesehen 
werden wenn man bedenkt, dass : 

1) Bei einer gegebenen Differentialgleichung man nicht immer behaupten 
kann, dass die Reduktion vermittelst der Gruppe die einzig mögliche ist. 

2) Gewisse Gleichungen, wie die Differentialgleichung der geodätischen 
Linien der Flächen zweiter Ordnung, integriert werden können trotzdem sie 
keine Transformationen in sich gestatten. 

Der Weg zur Verallgemeinerung von Lie's Methoden nach der Richtung 
der Galois'schen Theorie hin wurde zuerst von Picard angedeutet (Comptes Ren- 
dus, 1883, und Annales de Toulouse, 1887), und die erste Ausführung gab E. 
Vessiot (Paris, These, 1892; Annales de l'Bcole Normale Superieure, 1892). 
Vessiot untersuchte besonders die Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
einige spezielle Fälle der Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Die lineare Differentialgleichung vierter Ordnung, deren Coefficienten Funk- 
tionen von x sind 

bietet ein ausgedehntes und interessantes Gebiet für die Untersuchung, welches 
bis jetzt noch sehr wenig betreten worden ist. Es ist für die vorliegende Arbeit 
viel zu weit, und ich kann hier nur den Grund zu einer eingehenderen Unter- 
suchung legen. 

Die sieben ersten Paragraphen sind nur der Vorbereitung gewidmet und 
notwendig noch unvollständig. §1 bringt einen Abriss der Picard-Vessiot' sehen 
Theorie der Gleichung (3). Nicht nur ist derselbe notwendig für das richtige 
Verständniss des Folgenden, sondern er hat auch den Vorteil, eine vielleicht 
nicht ganz einfache Theorie an einem speziellen Beispiel zu erläutern. §§2-7 
sind den Problemen gewidmet, die sich uns in §1 aufgedrängt haben. §§8-10 
sind Anwendungen. 
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I. KAPITEL. 

Ueber die rationale Integration linearer Differentialgleichungen 

4. Ordnung, 

§1. — Ueber rationale Integration. Stellung der Aufgabe. 

Wir beschränken unsere Betrachtungen auf lineare homogene Differential- 
gleichungen 4. Ordnung. 

Die Theorie der rationalen Integration ist eine Ausdehnung der Galois'schen 
Methode auf Differentialgleichungen. 

Rationalitätsbereich : Wir definiren zunächst folgende rmassen den Rationali- 
tätsbereich. 

[_K\ 



Basis- Operationen. 

1. Alle Constanten. 1. Die rationalen algebraischen Ope- 

2. Die unabhängige Variable x. rationen. 

3. Unbestimmte Funktionen y x . , , . y± 2. Differentiation. 

(die später ein Fundamentalsys- 
tem von Lösungen bilden sollen). 

4. Die Coemcienten der Gleichung (1). 

5. Alle gegebenen Funktionen. 

Wenn wir einen Rationalitätsbereich \_K] durch einen andern [.ß'] erweitern 
in solcher Weise, dass zur Basis von [R~\ eine gewisse Anzahl von Funktionen 
hinzugefügt werden, so sagen wir dass diese Funktionen adjungiert sind zu den 
Funktionen des Bereiches [iü] . 

Die Gleichung heisst reducibel wenn sie ein Integral gemein hat mit einer 
Differentialgleichung niedrigerer Ordnung deren Coemcienten dem Rationali- 
tätsbereich angehören. Im andern Falle heisst sie irreducibel. 

Eine rationale Differentialfunktion V soll im Gebiet [E] definiert sein wie 
in §§8, 9, 10. Wenn wir für die Integrale y x . . . . y 4 ein ganz bestimmtes Funda- 
mentalsystem y\ .... y\ setzen, dann nimmt V seinen numerischen Wert V (x) 
an ; V ist nicht notwendig in [üTj enthalten. 
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Formale und numerische Invarianz: Führen wir auf die y die lineare Substi- 
tution von 4 a Parameter aus, 

2^=i>^ (»=1....4) ( 2 ) 



fe = l 



so geht V über in V dessen numerischer Wert V ist. Wenn V und V identisch 
sind (§3) sagt Klein, dass V formal invariant ist; wenn aber F<5 = V so ist V 
numerisch invariant (Vorl. über höhere Geom., II, p. 299). Das Eine folgt nicht 
notwendig aus dem Andern. 

Wenn y x . . . . y± ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden, so kön- 
nen wir offenbar schreiben 

4.3 (4 — ft+lK _ A 

x /^ fc _ 

1.2 k 



D 



(k = 1 .... 4) 



(3) 



wo 



und 



D — 



Vi 



Vi 



dyi 

dx 



dx 



dx 3 



d% 
dx s 



D k = 



y\ 



2/4 



' dx"- 1 dx k+1 



d k ~ 1 y i d k + 1 y i 



dx' 



,fc-i 



dx' 



,fc+i 



dx* 



d% 
dx* 



Die Gruppe (2) spielt in der Gleichung (1) die nämliche Rolle wie die Gruppe 
der Substitutionen von vier Buchstaben in der Theorie der algebraischen Gleich- 
ungen 4. Grades. 

Es möge nun £i (y x . . . . y 4 ) eine rationale Funktion von den Integralen von 
(1) und ihren Ableitungen nach x sein ; dann nennen wir der Kürze halber £1 
eine "rationale Funktion der Integrale " (Gl. 2, §8). Die Funktionen II welche 
invariant bleiben bei allen Transformationen (4) spielen hier dieselbe Rolle wie 
die symmetrischen Funktionen der Wurzeln in der algebraischen Theorie. In 
Wirklichkeit sind diese fl Functionen der A,, welche wir "fundamentale Invari- 
anten" nennen; denn Appell hat gezeigt (Annales de l'Ecole Superieure, 1881) 
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dass alle rationalen Funktionen von y x . . . . y± rational ausgedrückt werden kön- 
nen durch x , %! , .... /t 4 und ihre Ableitungen. 

Gruppe der invarianten Funktion. Die Transformationen der Gruppe (2) 
welche D, zulässt bilden eine Untergruppe, genannt die Gruppe der Punktion H . 
Man erhält die endlichen Transformationen in der Gleichung 

&(2/iy'iyM = &(yiy$ytyi)- (4) 

Dieselbe gibt uns eine gewisse Anzahl von Beziehungen zwischen den Constanten 
a ih , aus welchen wir ihre Ausdrücke durch eine bestimmte Anzahl von ihnen 
erhalten (§6). 

Iransformierte Gleichung. Im Fall die Gruppe von 12 , p — 4 a — s Parame- 
ter enthält, d. h. dass £1 p unabhängige lineare homogene Transformationen 
zulässt, dann ist II, betrachtet als Funktion von x, das Integral einer Differen- 
tialgleichung p-ter Ordnung (p <C 16)- Dieselbe heisst die Transformierte der 
Gleichung (1). Wir schreiben sie 

•('.£■•••£) = •■ <»> 

wo F=£l (y{....yO. 

So ist z. B. F=yl — y\ y 4 invariant gegenüber der vier-parameter Gruppe 
IX von §3 und die transformierte Gleichung von (1) welche F definiert, ist von 
der Ordnung p=4 s — 4= 12, und kann erhalten werden durch zwölfmalige 
Differentiation von .Fund nachfolgende Elimination. 

Die Gleichung (5) hat als Integrale II und die Werte welche man erhält, 
wenn mann an H alle Substitutionen der Gruppe ausübt — sie hat keine anderen 
Integrale. 

Resohenten : Lehrsatz : Wenn eine rationale Funktion der Integrale y t ... y t 
einer linearen Differentialgleichung 4. Ordnung keine lineare homogene Trans- 
formation in y x . . . . y± gestattet, so können diese Integrale vermittelst dieser 
Funktion der Coefficienten der Gleichung und ihrer Ableitungen nach x ausge- 
drückt werden. Eine solche Funktion ist z. B. F= u x y x + u 2 y % + . . . . u^y k wo 
die u alle Funktionen von x sind. 

Analogon zu Lagrange's Theorem : Wenn eine rationale Funktion B(y { . . . y^) 
alle Transformationen der Gruppen der Funktionen von £l x . . . . £l p zulässt, 
kann dieselbe vermittels dieser Funktionen, der Coefficienten der Gleichung und 
ihrer Ableitungen nach x rational ausgedrückt werden. 
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So gestattet die Funktion (3) §9 alle die Transformationen von (1) und (2), 
und ist folglich eine rationale Funktion der beiden Letzteren, von \ . . . . Ä 4 und 
ihren Ableitungen in Anbetracht von», 

Bei Anwendung dieses Lehrsatzes lässt sich ersehen, dass die Gleichung (5) 
wenn irreducibel, die Eigentümlichkeit besitzt, dass ihr allgemeines Integral als 
eine algebraische Funktion eines besonderen Integrals durch eine Formel ausge- 
drückt werden kann, welche unverändert bleibt, was für ein Integral wir auch 
wählen. Die Gleichung (5) entspricht folglich den Abel'schen Gleichungen der 
algebraischen Theorie. 

Rationalitätsgruppe (Transforrnationsgruppe) : Es ist klar, dass im Allge- 
meinen keine Differentialfunktion V einen rationalen Wert besitzt. Hat sie 
doch einen solchen, so heisst die Gleichung eine specielle Gleichung in [iü] . Zur 
genauen Untersuchung dieser speziellen Fälle bedienen wir uns der folgenden 
Lehrsätze von Picard, ergänzt durch Yessiot : 

Dieser Gleichung entspricht in Bezug auf den Rationalitätsbereich [iü], eine 
Untergruppe V der linearen homogenen Gruppe (2) mit folgenden Eigenschaften : 

1) Jede rationale Differentialfunktion V, deren numerischer Wert rational 
ist gestatlet numerisch alle Transformationen von T. 

2) Jede Funktion V, welche numerisch alle Transformationen von T zulässt, 
besitzt einen rationalen numerischen Wert. 

r wird die Rationalitätsgruppe von (1) oder die Transformationsgruppe der 
Gleichung (siehe §2 im letzten Abschnitt) genannt. Für eine specielle Gleich- 
ung ist diese Gruppe charakteristisch, und da das Fundamen talsystem der Inte- 
grale willkürlich gewählt werden kann, folgt daraus, dass wir nur die Typen der 
Gruppen in Betracht zu ziehen brauchen. 

Charakteristische Invarianten Typus der Gleichung : Jede spezielle Gleichung 
wird durch eine Verbindung der Form £2 (x , y lt y 2 , , y[ ) = a (x) , char- 
akterisiert wo y x . . . • y t ein System von Fundamentalintegralen bilden. D. 
gestattet die Transformationen von r entweder formal oder numerisch, jedoch 
keine andere, a (x) gehört zu [ü?]. £1 nennt eine charakteristische Invariante 
von T. Um den Typus festzustellen, welchem eine gegebene lineare Differential- 
gleichung angehört, is es desshalb notwendig, folgende Probleme zu lösen : 

1) Bestimme die verschiedenen Typen der linearen homogenen Gruppen in 
vier Variabein. (In §3 finden sich unter andern interessanten Gruppen gewisse 
primitive Typen.) 
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2) Bestimme D. für jede dieser Typen und bilde die Differentialgleichung 
von welcher Q abhängt [die Transformierte der Gleichung (l)]. 

3) Der gesuchte Typus wird die kleinste Gruppe sein die einer transfor- 
mierten Gleichung entspricht, welche ein Integral besitzt das rational in x ist. 

Angenommen Tj sei die grösste ausgezeichnete Untergruppe von V und H x 
eine charakteristische Invariante von I\, so wird Q. t als eine Funktion von £1 
betrachtet, einer gewissen Differentialgleichung genügen. Integriert man diese 
Gleichung, und adjungiert man eines dieser Integrale, so wird die Transforma- 
tionsgruppe auf I\ reduziert. Durch dieselbe Prozedur kann man sie noch mehr 
reduzieren. Der Wert dieser Methode liegt in folgendem Lehrsatz von Vessiot 
(von Picard verallgemeinert) : Wenn die vollständige Integration einer ratio- 
nalen Hülfsgieichung die Gruppe T reduziert, dann ist sie zu einer invarianten 
Untergruppe reduziert (§7). 

In besonderen Fällen, wenn die Hülfsgieichung der ersten Ordnung ange- 
hört, wird die Gruppe zu einer invarianten Untergruppe mit einem Glied weniger 
reduziert. 

Ueberblick : Kurz, diese Integrationstheorie hängt von der Lösung folgen- 
der Probleme ab : 

I. Feststellung der verschiedenen Typen der algebraischen Gruppen (§6) 
welche in der linearen homogenen Gruppe der vier Variablen enthalten sind. 

IL Feststellung der charakteristischen Bedingungen unter welchen die 
Transformationsgruppe der gegebenen linearen Gleichung auf einen dieser Typen 
reduziert wird, [§8 Gl. (3'), §9 Gl. (11)]. 

III. Gib, wenn der Typus bekannt ist, die Natur der Hülfsgieichungen an, 
welche zu integrieren sind. 

Diesen drei Problemen fügen wir das viel schwierigere bei :* 

IV. Die Differentialgleichung ist gegeben, bestimme ihre Rationalitäts- 
gruppe. 

§2. — Zergliederung des Problems. 

Integrdbele Gruppen. Unter einer integrabelen Gruppe versteht man eine 
Gruppe welche eine invariante Untergruppe, mit einem Parameter weniger als 

* Vgl. Epsteen, " Determination of the Group of Rationality of a Linear Differential Equation," 
American Mathamatical Monthly , January, 1908, p. 4. 
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die gegebene Gruppe, enthält ; diese Untergruppe hat wieder eine invariante 
Untergruppe mit einem Parameter weniger als sie selbst, u. s. w. 

Im 2. Teil, Kapitel VI seiner berühmten Thesen von 1892 hat Vessiot die 
Hauptbedingungen der Integrabilität durch Quadraturen angegeben. Obgleich 
an einem gegebenen Beispiel wie unserm, solche Untersuchungen gewöhnlich 
detaillierter ausgeführt werden können, unterlassen wir es jetzt und beschränken 
uns auf das Studium der nicht integrablen Untergruppen der linearen homoge- 
nen Gruppen (§1, 1) und ganz besonders derjenigen, welche algebraisch sind 
(§1, I ; §6). Dazu bedienen wir uns des Engel'schen Lehrsatzes: 

Bedingungen für die Integrabilität. Eine Gruppe ist stets dann, aber auch 
nur dann integrabel, wenn sie keine dreigliedrige Untergruppe, mit der Structur 
der allgemeinen projectiven Gruppe mit einer Variabein, enthält. 

Nach unserer Methode haben wir daher vor allem zu bestimmen, welche 
der Gruppen von §3 Untergruppen haben, die isomorph mit der projectiven 
Gruppe mit einer Variabein und drei Parameter sind. 

Wir wollen daher die Gruppen, welche Untergruppen dieser Art enthalten, 
herausgreifen und annehmen, dass dieses die Transformationsgruppe der Differ- 
entialgleichung sei. Auf diese Weise werden wir das in §1, II vorgeschlagene 
Problem lösen. Dann wird die Art der zu integrierenden Hülfsgieichungen 
offenbar werden. 

II. KAPITEL. 

Ueber die Gruppen in R 4 . 

§3. — Ueber die linearen homogenen Gruppen in -B 4 . 

Wenn alle Gruppen in B 4 bekannt sind. Die infinitesimalen Transforma- 
tionen der linearen homogenen Gruppe werden gebildet aus Combinationen von 

Xip k (i,h = l 4) 

indem man x statt y gebraucht um es in Uebereinstimmung mit der gewöhn- 
lichen Schreibweise zu bringen. 

Wenn wir dann die Gruppen in iü 4 gegeben haben, brauchen wir nur die 
Glieder Xtp h auszuwählen und nachzusehen, ob diese für sich eine Gruppe bilden. 
Da infolge ihrer grossen Anzahl und der Länge ihrer Berechnung nach nicht 
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alle Gruppen in R 4 aufgezählt worden sind, können wir uns nicht vollständig auf 
diese sonst leichte Methode verlassen. 

Alle projektiven Gruppen in R 3 sind bekannt. Nach einer andern Methode 
nimmt man die projektiven Gruppen in R 3 , welche beinahe alle bekannt sind, 
und verwandelt sie in lineare homogene Gruppen in _ß 4 , indem man folgende 
Uebergangsformeln Lie's anwendet (Transformationsgruppen I, p. 579) : 

r = Xtp 9 
xr = X!p 9 



p — x^Px q = x t p z 

4 



i2 ^p* 



zp = x 3 Pl 
xU== — «ii?4 
U+xp = x 1 p 1 — x i p i 



yr = x 2 p 3 

4 

zr^XsPs — i^XiPt 

i = l 

zU= — x s pi 

XsPs — XiPt 



(1) 



wo 



xp-=x x p x — i^xipt y ^p % 

i=l 

yp == x z px V9. = x sP» " 

zq = x 3 p z 
yU= — x i p i 
U+yq^XzPs — XiPi U + zr ; 

U= xp + yq + zr ist. 

Ich sagte, dass die projektiven Gruppen in R 3 beinahe alle bekannt seien, 
denn Lie und seine Schüler haben eine Anzahl derselben ausgerechnet und die 
Methoden angegeben, die zu deren vollständigen Feststellung anzuwenden sind ; 
aber so viel ich weiss ist das noch nicht im Einzelnen durchgeführt worden. 

Diese Methode befolgt man in den meisten Fällen in denen die linearen 
homogenen Gruppen in B t zu bestimmen sind (indem wir uns der Resultate der 
"Transformationsgruppen" III, Abteilung III bedienen). Bei den primitiven 
Gruppen in R 4 können wir die erste Methode anwenden, da Lie zwei dieser 
Gruppen bestimmt hat und die übrigen neun von J. M. Page (American Journ., 
1888, Leipz. Dissert, 1888) ausgearbeitet worden sind. 



Gruppen in i2 4 .- Die Gruppen, welche die Richtungen eines Punktes von 
allgemeiner Lage in iü 4 , der fest bleibt, transformiren, sind I, II und III : 



p h ; Xip h ; x x TJ; x 2 U', x 3 U; xJJ\ (i,h—l 4) 



i=l 



Wie gebräuchlich ist 0"=^ x { p t . Dieses ist die allgemeine projektive 

Gruppe in J5 4 . 
II 



Ph, XiPk, 



(i,Jc = l 4) 



18 
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Dieses ist die allgemeine lineare Gruppe. 



III 



Pk, Xip k ; x t pi - x k p k (i, k = 1 4) i 4= k 



Dieses ist die spezielle lineare Gruppe. 

Die einzigen Glieder in I und II, die wir gebrauchen können, sind : 

x i p k , (i, h — \ 4). (2) 

Bilden diese für sich allein eine Gruppe ? Bilde den Klammerausdruck von 
Jacobi : 

Nun ist p k (av) = oder 1 je nachdem h =£ i' oder k — i' ist. Ebenso ist 
v (x t ) = oder 1 je nachdem k' =fc i oder Jc 1 = i ist. 

Ein wenig Nachdenken führt uns zu der Ueberzeugung, dass (2) in der That 
eine Gruppe bildet. Wir haben festzustellen, ob diese Gruppe integrabel ist oder 
nicht. 

Dass (2) eine Gruppe bildet liesse sich schon daraus schliessen, dass II aus 
zwei Arten Glieder besteht, p k — Translationen und x ( p k — Rotationen ; es ist 
klar, dass eine jede derselben für sich allein eine Gruppe bildet, doch kann 
diese Methode nicht immer angewendet werden— so z. B. nicht bei I — und ist es 
desshalb besser die allgemeine Methode zu gebrauchen, welche sich auf alle 
Fälle anwenden lässt. 

Die einzigen Glieder in III enthalten, welcher wir uns bedienen können, 
sind : 

Xtp k , XiPi %1cPk> ! /n\ 

i=f=k, (ik= 1 .... 4). J l ' 

Da \xip k , XiPi — x k p k ']= — 2x t p k ist, folgt daraus, dass die Glieder (4) 
eine Gruppe bilden. Wir haben festzustellen, ob diese integrabel ist oder nicht. 



Die Gruppen, welche eine Fläche zweiter Ordnung invariant lassen, sind 
IV, V, VI, VII und die imprimitive Gruppe VIII. 



IV 



Pi ,XiPk — x k pi {i,k= 1 4) 
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Dieses ist die Gruppe der Euklidischen Bewegungen und Aehnlichkeits- 
transformati on en . 



V 



VI 



P , XiPk — XkPu U (i,h=l 4) 



Pi — x t U, Xip k — x k p t (i, h = 1 . . . . 4) 



Diese Gruppe lässt x\ + cc| + x\ + x\ = 1 invariant. 



VII 





4 






Pi, x t p k — x k pi, U, 2x t U- 


3 = 1 


(», £ = 1 . . 


•• 4) 



Dieses ist die Gruppe der conformen Transformationen. 
Wir können ihnen die imprimitive Gruppe beifügen ; 



VIII 



354.Pl + X Z Ps> XlPl — x 2Pz + XzP* — %iPi . XsPi + XlPi, 

XiPz + x l p 3 , — x 1 p 1 + x z p 2 + x s p 9 — x i p it x 3 p 1 + x 2 p 4 U 



(4) 



welche x 3 x^ — x x x % = invariant lässt. 

In IV und VI können wir noch folgende Glieder anwenden : 

XiPk — x k pi 

und in V und VII folgende : 

x i p k — x k p i , U. (5) 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass (5) eine Gruppe bildet, von welcher (4) 
eine Untergruppe ist. "Wir müssen nach der Integrabilität dieser Gruppen 
forschen. Es ist nebenbei zu bemerken, dass wenn (4) nicht integrabel ist, (5) 
es auch nicht ist. 

Dieselbe Untersuchung muss mit VIII vorgenommen werden. 



Die Gruppen, welche eine Curve dritter Ordnung wie 

XaX^ X\ U , 



XqX'. 



3^4 



X\= 0, 



(6) 



in B 3 invariant lassen, sind IX und X. 
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IX 



Pk> *\P\ — a- 2 i>3 + 3 <XiPi — x 3 p 3 ) , XiPi + 2x x j> 2 + Sx z p 3 , 
2x % pi + xzpz + 3a;i Pi, TT 



und deren Untergruppe 



X 



2V x \Pi — *%Pz + 3 {®iPi — «sPs), «4i?i + ZxiPs + 3x 2 p 3 , 
2x g jpi , + x 3 p z + 3X, 2> 4 • 



Hier brauchen wir nur die Glieder p k wegzulassen und was übrig bleibt, 
bildet augenscheinlich eine Gruppe. Was von X übrig bleibt, ist schon eine 
Gruppe von drei Parametern und wir können gleich Engel's Lehrsatz (§2) darauf 
anwenden. Und da die Glieder von X mit TT vertauschbar sind, folgt daraus, 
dass dieselben Schlüsse auf IX passen. 



Die Gruppen, welche den linearen Complex 

dz -f- xdy — ydx = 

invariant lassen, sind XI und XII. 



(7) 



XI 


XiPi — XiPs, 
3*3^1 + »2^4. 


«4jP3+*l2>3> XiPs, V\Pl—X*P%> X % p lt 

x 3 p 2 — Xip if x 3 pi, Xip s , x 3 p 3 — x 4 PiTT 


und deren 


Jntergruppe 




XII 


*«JPi — X»P3> 
»3i>i + »aP4. 


x i p ä + x 1 p 3 , Xip 3 , x 1 p 1 — x z p i , x % p x , 

X3P2 ®lPi> X *Pl> X lP%' ^3P3~X 4 p 4 . 



Wie bevor, müssen wir die Inte grabili tat von XII erforschen und es lassen 
sich dieselben Folgerungen auf XI anwenden. 



i } 



Ueberblick : Wenn wir uns kurz fassen, müssen wir in Betracht ziehen 
die Glieder x t p k 
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III die Glieder 
Yj [ die Glieder 



die Glieder 



VII \ 

VIII alle Glieder 

IX 
X 

XI 

XII 



XiPic, 


XiPi — 


-XkPk 


i 


=l=7e 






XiPk 


— x u p 








1 


XiPk — 


XlcPi, 


U 





y alle Glieder ausser^, 
j- alle Glieder. 



Diesen können wir noch die imprimitive Gruppe (Transformationsgruppen 
III, p. 214) 



XIII 



x i p 1 , Xip s , x 4 p 3 , 2x s p 1 +x 2 p 3 , x x p x — x 2 p 2 , 



beifügen, welche den unendlich fernen Kegelschnitt 

x t = , a^ — x% = 
invariant lässt. 

Bemerkung : Es wird für später von Nutzen für uns sein, wenn wir uns 
merken, dass die invarianten Configurationen der angeführten Gruppen entweder 
zweiten oder dritten Grades sind. 



§4. — Ueber dreigliedrige Untergruppen. 

Methoden zur Bestimmung der dreigliedrigen Untergruppen. Der nächste 
Schritt wird sein, zu bestimmen, ob die Gruppen in §3 integrierbar sind oder 
nicht. Wenn die Gruppe integrierbar ist, so kann die Gleichung, welcher die 
Gruppe entspricht, mittels Quadraturen integriert werden, andern Falls ist die 
Gleichung nicht so einfach zu lösen. Die allgemeine Methode (§2) besteht darin, 
die dreigliedrigen Untergruppen der gegebenen Gruppen zu bestimmen und 
nachzusehen, ob sie isomorph sind mit der dreigliedrigen projectiven Gruppe 
mit einer Variabein. Es gibt zwei Methoden für die Bestimmung: 
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1) Man nimmt die projectiven Gruppen im dreidimensionalen Raum und 
ihre Untergruppen, wie sie Lie in den Transformationsgruppen (III ; Abteilung 
III) gegeben hat, und geht, indem man die Uebergangsformeln von §3 anwendet, 
über zu den linearen homogenen Gruppen und Untergruppen im vierdimensio- 
nalen Raum (J? 4 ) . 

2) Man wendet die algebraische Methode an, wie sie Lie in den Transfor- 
mationsgruppen (I, pag. 208) gegeben hat. 

Die letztere Methode ist gewöhnlieh so lang, dass man sie nur anwenden 
wird, wenn andere Methoden versagen. 

Methoden der derivierten Gruppen : Weil unser letztes Ziel ist, zu bestimmen, 
welche von den Gruppen in jB 4 nicht integrabel sind, und welche — wenn es über- 
haupt solche giebt — integrabel sind, so können wir vom folgenden Lehrsatz 
Gebrauch machen : * 

Eine r-gliedrige Gruppe ist dann und nur dann integrabel, wenn ihre r te 
derivierte Gruppe sich auf die Identität reduciert. 

Der Vorteil dieser Methode liegt in der Thatsache dass, falls die Gruppe 
integrabel ist, die erste derivierte entweder X X X % .... X r _ r ist, oder in ihr 
enthalten ist. Diese Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend. Daher 
können wir ohne weiteres sagen, dass, wenn alle Glieder X 1 . . . . X r wieder 
erscheinen, die Gruppe nicht integrabel ist. Oder wenn nötig, so können wir 
das Verfahren wiederholen und finden, dass, obgleich in der ersten derivierten 
Gruppe ein Glied z. B. X r fehlt, die zweite derivierte Gruppe alle Glieder enthält, 
welche die erste derivierte Gruppe schon enthielt, und dass daher die r te deri- 
vierte Gruppe sich nicht auf die Identität reduzieren kann. Der Grund hiefür 
ist, dass die zweite derivierte Gruppe zwei Glieder weniger enthalten muss, als 
die gegebene Gruppe. Es wird kaum nötig sein, zu erwähnen, dass die Bezeich- 
nung X x . . . . X r keine feste ist, sondern dass irgend eine der infinitesimalen 
Transformationen mit irgend einem X e bezeichnet werden kann, und wenn die 
successiven derivierten Gruppen gebildet sind, so können wir jederzeit die infini- 
tesimalen Transformationen anders benennen. 

Allgemeiner können wir sagen : 

Wenn die (r — ß) te derivierte Gruppe {h < r) alle Glieder der (r — k+ l) ten 
derivierten enthält, so ist die gegebene Gruppe nicht integrabel. 



* Vergl. Lie-Scheffers.— Contin. Gr., pag. 548. 
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Wenn r gross ist, so wird diese Methode langwierig, besonders wenn k > 1 
ist, und die Methode mit Hülfe der dreigliedrigen Untergruppen ist dann ele- 
ganter. 

Kombinierte Methode : Im besonderen finden wir mittelst dieser kombinierten 
Methode einen ausgezeichneten Ersatz für die Normalisierung der dreigliedrigen 
Untergruppen, wo man nachsieht, ob sie die Struktur der dreigliedrigen projec- 
tiven Gruppe mit einer Variabein haben. Mit Rücksicht auf die obige Bemerk- 
ung ist r = 3 und k < 3 ; daher brauchen wir nur die erste derivierte Gruppe 
der betreffenden dreigliedrigen Untergruppe zu bestimmen ; wenn alle drei 
Glieder X X X % X 3 wieder erscheinen, ist die Gruppe sicher nicht integrabel. Um 
behaupten zu können, dass die Gruppe integrabel sei, müssen wir diese Methode 
auf alle dreigliedrigen Untergruppen der gegebenen Gruppe anwenden und 
zeigen, dass keine von ihnen perfekt ist. 

§5. — Ueber die Integrabilität der Gruppen. 

Wir wollen nun die Gruppen betrachten, die wir am Schlüsse des §3 zusam- 
mengestellt haben. 

1) Greifen wir die spezielle lineare Gruppe heraus 



XiPk, XiPi—KkPk 



(1) 



und betrachten nur die glieder 

X 1 = x 1 p i , X 2 = x z p 1 , X 3 = x 1 p 1 ~x 2 p i 

so können wir leicht mit Hülfe des Jacobi'schen Klammerausdruckes verifizieren, 
dass sie eine Untergruppe der gegebenen Gruppe bilden, und dass diese ihre 
eigene erste derivierte Gruppe ist, woraus dann der Satz folgt : 

Die spezielle lineare homogene Gruppe in JS 4 ist eine nicht integrabele Gruppe. 

Wie wir bereits gezeigt haben, schliesst dieser Satz den Fall der allgemeinen 
linearen homogenen Gruppe in sich und entspricht der Bedingung am Ende des 
§4, wo bewiesen wurde, dass eine Gruppe sicher nicht integrabel ist, wenn sie 
eine nicht integrable Untergruppe enthält. 

2) Weil _________ 

x t p fc — XhPi (2) 
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eine Untergruppe von 

~" ~"~~~~ ~ (3) 



%iPk — VkPi, %lPl + %zPs + «3^3 + XiPi 



ist, so folgt durch dieselbe Kette von Schlüssen, dass (5) nicht integrabel ist 
vorausgesetzt, dass (3) es nicht ist. 
Wählen wir die Glieder : 

X 1 = x 1 p i — x^p 1 , Xz^zxtPi — XiP!, X 3 = x 2 pi — a^ a (4) 

so haben wir eine dreigliedrige Untergruppe, und 

(X t Xz) = — X 3 , (X t X 3 ) — X % , (X % X S )=X 1 (5) 

d. h. ihre dritte derivierte Gruppe kann sich nicht auf die Identität reducieren, 
und daher ist diese dreigliedrige Untergruppe perfect, woraus folgt : 

Die betrachteten primitiven Gruppen in Ä 4 , welche eine Fläche zweiter Ordnung 
invariant lassen, sind nicht integrabel. 



Unter den dreigliedrigen Untergruppen von VIII, §3 ist eine 

-^1 = *iPl + »2^3. ■X z = X 1 p l — XtPi + XsPs— X 4 Pi, X 3 = X 3 p 2 + X 1 p i . (6) 

Ihre Zusammensetzung ist : 

(X 1 X 3 ) = X 3 , {X X X 3 ) = — X Z , (X Z X 3 )=2X 3 (7) 

und daher kann ihre derivierte Gruppe sich nicht auf die Identität reducieren, 
woraus folgt : 

Die imprimitive Gruppe VIII, welche die Oberfläche x 3 x i — x^x^ = invariant 
lässt, ist nicht integrabel. 

3) Genau dieselben Schlüsse, wie oben, zeigen dass, wenn X nicht integrabel 
ist, es auch IV nicht ist. 
Bezeichnen wir 

— 2X Z — XiPi— XzPz+SixiPi—Xsps), 

X x — XiPi + 2x x p % + 3 x z p 3 , }■ (8) 

X 3 = e kc x p x + x 3 p % + 3 xtf^ 

sofolgt: (X 1 X 2 )=X 1> {X i X 3 )=2X i , (X S X 3 ) = X S (9) 



1 
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welche wiederum die Structur der Projectiven Gruppe der Geraden ist. Daher 
der Satz : 

Die Gruppen IX und X, welche die Raumcurve dritter Ordnung 

x 2 Xi — x\ = 0, x 3 x\ — x\ = 

invariant lassen, sind nicht integrabel. 

4) Die Untergruppen der Gruppen XI und XII, welche den linearen Com- 
plex dz + xdy — ydx = invariant lassen, sind vollständig behandelt worden 
von Knothe.* Dreigliedrige Untergruppen existieren nur, wenn kein Punkt 
invariant bleibt (siehe auch Lie-Engel, III, pag. 295). 

Wenn keine gerade Linie invariant bleibt, so bleibt eine Raumcurve dritter 
Ordnung invariant. Aber wir haben bereits (in No. 3) gesehen, dass in diesem 
Falle die Gruppe nicht integrabel ist. 

Wenn eine gerade Linie invariant bleibt, so ist sie eine Oomplexgerade oder 
eine Nichtcomplexgerade. 

Wenn sie eine Nichtcomplexgerade ist, so ist die grösste zugehörige Unter- 
gruppe von XI und XTI : 



®lPi, XlPl — ^PZ' ®2Pl> ®tPs> ®3P3 — XiPi> X3Pi- 



(10) 



Ihre Untergruppe 

X x = xip 3 , X % = x 3 p 3 — x^ , X 3 = x 8 p i (11) 

hat die Zusammensetzung 

(X 1 X0=2X 1 , {X X XÜ = -X» (2X,X 3 )=z2X 3 (12) 

und ist daher nicht integrabel. 

Wenn die gerade Linie eine Oomplexgerade ist, haben wir den Fall der 
Euklidischen Bewegungen und Aenlichkeitstransformationen, welche wir schon 
(in No. 2) betrachtet haben. 

Wir schliessen daraus : 

* E. Knothe, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Bd. 15, 1892. 
19 
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Die Gruppen XI, XII, welche den linearen Gornplex 

dz-Vxdy — ydx = (13) 

invariant lassen sind nicht integrdbel. 

5) Es bleibt noch die Gruppe XIII welche den unendlich fernen Kegel- 
schnitt cc 4 = , x 1 a? 3 — x\ = invariant lässt. 

Unter anderen enthält sie die dreigliedrige Untergruppe 

X x = 2x 3 p x + x % p 3 , X % = x x p x — x % p % , — X 3 = 2x 3 p z + x x p 3 (14) 

von der man sofort erkennt, dass sie, wie folgt zusammengesetzt ist : 

(X 1 X Z ) = X 1 , (X 1 X 3 )=2X 2 , (X 2 X 3 ) = X 3 

und, wie oben, folgt dann : 

Lfie Gruppe XIII, welche den unendlich fernen Kegelschnitt 

X i =0, XjCBu — »3=0 

invariant lässt, ist nicht integrdbel. 

Alles zusammengefasst haben wir also :] 

Alle Gruppen in der Zusammenstellung in §3 sind nicht integrdbel. 



Es ist vielleicht von Interesse, einen Ausnahmsfall zu den obigen Gruppen 
auszuführen, nämlich eine integrabele Gruppe. 
Betrachten wir die Gruppe : 



XIV 



X x — XiPi + 2a?! p z + 3x t p 3 , X % -= Xxp r + 2x a p z + 3a- 3 p 3 , 
X 3 = XtPz + SxiPs , X 4 = x x p x + x 2 p 2 + «si>3 + ®iPi 



welche die Cayley'sehe Oberfläche 

3x 1 x%x i — #3X4 — 2x\ = (16) 

invariant lässt. 

Die Gruppe X 1 X 2 X S X 4 enthält X X X 2 X 3 als eine invariante Untergruppe, 
und diese Gruppe ihrerseits die invariante Untergruppe X z X 3 und daher gilt : 
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Die Gruppe, welche die Gayley 'sehe Oberfläche dritter Ordnung 

3«! x % £C 4 — x 3 x\ — 2x\ == (17) 

invariant lässt, ist integrabel. 

§6. — Beweis dass die Gruppen algebraisch sind: 

Erste Methode: Nach dem, was wir in §2 angeführt haben, haben wir uns 
nur auf algebraische Gruppen zu beschränken. 

Die Gruppen in §3 sind homogen, aber weil wir uns ausschliesslich nur mit 
infinitesimalen Transformationen beschäftigt haben, so müssen wir uns über- 
zeugen, dass sie wirklich algebraische Gruppen darstellen. 

Es ist unnötig, diese Untersuchung für alle Gruppen des §3 zu machen, und 
wir wollen andeuten, wie wir uns von dieser Thatsache überzeugen können. 

Nach den wohlbekannten Lie'schen Methoden (Continuierliche Gruppen, 
Kapitel 7) können wir die endlichen Gleichungen der Gruppen thatsächlich aus- 
rechnen, und uns überzeugen dass sie algebraisch sind. 

Zweite Methodß: In §1, Gl. (4) haben wir eine angegeben, um die endlichen 
Transformationen zu finden. Diese Methode können wir hier sehr gut anwenden, 
da wir ja in jedem Falle das invariante Gebilde kennen. 

Betrachten wir als Beispiel der Untergruppe von VII l, indem wir das Glied 
ZT weglassen. Sie stellt eine sechsgliedrige Gruppe vor, welche die Oberfläche 
*3 ^4 — ajj cc 2 = invariant lässt. 

Um die endlichen Gleichungen dieser Gruppe zu bestimmen, schreiben wir : 

x 3 x[ — x[ x' % = x 3 x t — XxXi, (1) 

d. h. ausführlich : 

(a 31 x x + a 32 x % + a 33 x 3 + a u x A )(a a x^ -f a 42 x % + a i8 x 3 + a u x t ) 

— («11^1+ «is:»s+ «13^3+ ai4«4)(«äi»a+ a %i x % + a 23 x 3 + o,^) = x 3 x 4 — x 4 x s . (2) 

Dies giebt uns zehn Gleichungen zwischen den sechszehn Grössen a, und 
wir können daher zehn von ihnen als Funktionen von den sechs übrigen als 
unabhängigen Variabein bestimmen, was beweist dass unsere Gruppe sechs 
unabhängige Parameter enthält. 

Es ist aber begreiflich, dass Fälle vorkommen können, wo es unmöglich ist, 
eine gewisse Anzahl der Parameter, sagen wir r, als Funktionen der übrigen 
16 — r darzustellen; aber diese Unmöglichkeit kann hier nicht vorkommen, wie 
die andere Methode zeigt. 
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Daraus folgt : 

Wir können die endlichen Gleichungen unserer Gruppen bestimmen, indem wir 
simultane algebraische Gleichungen auflösen. 

§7. — Invariante Untergruppen. 

Gemäss unserer allgemeinen Theorie reduciert die Adjungierung der Inte- 
grale einer Hülfsgieichung die Transformationsgruppe zu einer invarianten Unter- 
gruppe (siehe §1). Die Kenntniss der invarianten Untergruppen ist daher not- 
wendig zu vollständigem Verständniss der Natur der auszuführenden Reductionen. 

Unter einer rn-gliedrigen Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe X x . . . . X r 

verstehen wir, dass 

[Xi X^\ =X S , i, Je, s = 1 m. (1) 



Die Untergruppe ist invariant, wenn 

[x i x k -]=x„ |*,« = i ■■••«. 

I Je = 1 . . . . r. 



(2) 



Die allgemeine lineare Gruppe enthält als invariante Untergruppe die spe- 
cielle lineare Gruppe, die letztere keine invariante Untergruppe. 

V hat IV zur invarianten Untergruppe, während die letztere keine inva- 
riante Untergruppe hat. Wenn die Anzahl der Parameter klein ist, wie meist 
in diesen Fällen, so können wir, in Ermangelung anderer Methoden, alle mö- 
glichen linearen Combinationen der Transformationen bilden (in diesem Falle 
alle möglichen linearen Combinationen von 5, 4, 3, 2 Gliedern), dann nachsehen 
ob sie, gemäss (1), Untergruppen bilden ; und, wenn dies der Fall, so zeigt (2), 
wie man findet, ob sie invariante Untergruppen sind. 

VIII hat als invariante Untergruppen : 



XiPl + »2.P3 , Xip x — X 2 pi + X s p 3 — X i p i , X 3 p % + X^ 



und 



x*Pz + *\ Ps . — %iPi + a? 2 Pi + x 3 p 3 — XiPi , XzPi + x 9 p 4 



(3) 



(4) 



Diese Tatsache ist auch leicht zu verificieren, da ja VIII dieselbe Structur 
hat, wie die projective Gruppe : 



p, xp, x*p, q, yq, y l q 



(5) 



x ipl) 


\pi> 


*iPa, 


ZXaPi+XäPtu 


®\V\— 


x 2 p s , 2x 3 p 2 +x 2 p 3 






Xipn 


XlPl, 


«kPa* x iPi + 


x z p 2 + x 3 p 3 + x 4 pt 










X iPli X iPzi 


®iPa 
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Die Gruppe IX hat X als invariante Untergruppe, und X hat keine inva- 
riante Untergruppe, weil sie genau dreigliedrig ist, und wir gesehen haben, dass 
sie nicht integrabel ist. 

XIII hat als invariante Untergruppen : 

(6) 
(7) 

f (8) 

XI hat XII als invariante Untergruppe. 

Endlich enthält XIV, weil sie integrabel ist, eine dreigliedrige invariante 
Untergruppe, und die letztere eine zweigliedrige invariante Untergruppe. 

HI. KAPITEL. 

Anwendungen. 

Einleitung. Wir müssen nun gemäss §1 voraussetzen, dass jede Gruppe der 
Reihe nach die Transformationsgruppe unserer Differentialgleichung ist und jetzt 
sehen wir mit Hülfe unserer gruppen-theore tischen Untersuchungen, dass wir 
drei Arten von Problemen vor uns haben, welche wir folgendermassen formu- 
lieren können : 

1) Die Reduction zu untersuchen, die aus der Existenz der speciellen line- 
aren Gruppe als eine invariante Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe 
folgen. 

2) Die Eigenschaften unserer Differentialgleichung zu untersuchen, wenn 
eine cubische Relation zwischen den Integralen invariant bleibt. 

3) Die Eigenschaften unserer Differentialgleichung zu untersuchen, wenn 
eine quadratische Relation zwischen den Integralen invariant bleibt. 

§8. — Erste Reduction, die sich aus der Existenz der speziellen linearen Gruppe 

ergiebt. 

Statt mit Hülfe der vorigen Methode den Satz zu beweisen : " Eine lineare 
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Differentialgleichung 4. Ordnung kann mit Hülfe einer Quadratur auf eine nicht- 
lineare Differentialgleichung 3. Ordnung reduciert werden," wollen wir gleich 
den allgemeinen Satz: "Eine lineare Differentialgleichung n ter Ordnung kann 
mit Hülfe einer Quadratur auf eine nicht lineare Differentialgleichung (n — l) ter 
Ordnung reduciert werden," beweisen. 

Die Differentialgleichung n ter Ordnung : Betrachten wir die allgemeine lineare 
Differentialgleichung w ter Ordnung : 

Ihre Transformationsgruppe ist die allgemeine homogene lineare Gruppe mit 
n Variabein und n z Parametern. Diese Gruppe enthält eine invariante Unter- 
gruppe mit n 2 — 1 Parametern, die spezielle lineare Gruppe. Diese letztere ist 
einfach. 

Aus der obigen allgemeinen Theorie folgt, dass diese Differentialgleichung 
mittelst einer Quadratur auf eine nicht lineare Differentialgleichung (n — l) ter 
Ordnung reduciert werden kann. 

Die Invariante der speciellen linearen Gruppe ist : 

D=\y iy 'z ....y { :- x) \ (2) 

welche D' + n\ D = 

genügt. Die gegebene Gleichung (1) sollte sich auf eine nicht lineare Differen 
tialgleichung {n — l) ter Ordnung reducieren. Sei 

«=-££- (4) 

yi v 

so können wir ohne weiteres aufschreiben : 

y'i = u'yi + tfyi, 

yi» = U "y l -j- Zuu 1 y 1 + u*y x , 

^< IV > = u" l y 1 + Auu H y x -f 6«%'^ + Su'^ -f w 4 «/ 1( 



yf) wird t* (n_1) und niedrigere Ableitungen von u, u n und y x enthalten, und wenn 
wir diese Werte in (1) einsetzen, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt 

w (»-i) + jp^c— » -|- + p n — o (5) 

wo PiPi • • • • Pn bekannte Funktionen der % und u sind. 
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Integrieren wir (3), so erhalten wir 



D — e 



-nß, 



dx 



und integrieren wir jetzt (5) so ist hiemit die Gleichung (1) integriert. 
Führen wir dies genauer aus. Nehmen wir an, es seien u lt u 
u , n + 1 Integrale der Gleichung (5). Setzen wir ferner : 



(3') 



«„ 



Vi 



u 2 = 



2/a 



u, 



— y»_ 

Vn 



so ist 



u 



yi + ?A + 



+ yL 



yi + y* + — + *>« 

und daher 

(u — «0 #! + (»— w a ) 24 + + (w — m„) ?/„ = 

und wenn man letztere Gleichung differentiert, folgt : 

[w x — «i + «i(m — wi)] 2/1 + +[«' — < + «» (t* — %)] */» = 0. 

Wenn wir im Ganzen n — 2 mal diffe rentieren, und jedes mal y[ durch Uiy t 
ersetzen, so erhalten wir im Ganzen n — 1 homogene Gleichungen, und wir kön- 
nen daher schreiben : 









D = 



wo £ x . — £„ bekannte Funktionen von u x , ....«„, u und ihren Ableitungen 
sind. Wir haben daher : 

2>i • w i2/i . K + M i) 2>i . « _1) + «w<" a) + ) 2/1 

2/ 2 , m 8 2/ 2 , («4 + «1) 2/a » « _1) + nt«4— » + . . . .) 2/ a 

2/», «*y. > « +«£)?».-••• « _1) + f»w»<*-» +....) */„ 
folglich D=.y lVz 2/ n>7 

wo »7 eine bekannte Funktion der u und ihrer ersten n — 1 Ableitungen ist. 
Folglich ist : 

und daher endlich : 



2/i = p£i> 2/s = p^2. ••■• Vn — pL, 9 = D " (& • ■ ■ ■ M "• 
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Das Auftreten der Wurzel rührt davon her, dass die Integration von ( 2) 
und (5) die endliche Transformationsgruppe der Gleichung auf die grösste gemein- 
schaftliche Untergruppe von D und Ml . . . . Ms. reduciert, d. h. auf die nicht 

Vi Vn 

continuierliche Gruppe, die durch die n Transformationen 

m = ey u y 2 = ey it y n = ey n 

wo e" — 1 = bestimmt ist. 

Soll die Transformationsgruppe von (1) die spezielle lineare Gruppe sein, so ist 
D rational bekannt ohne Quadratur, d. h. n\ oder Xj selbst ist die logarithmische 

Ableitung einer rationalen Funktion (da e~ "A dx rational ist) und wir brauchen 
bloss (5) zu integrieren. 

Wenn in der Gleichung bereits das zweite Glied , re _* fehlt, so können wir 
schreiben 



D = 



yi, yi. •••• yi w_1) 



2/») Vn> • ' ' • yn 



= 1. 



Die Differentialgleichung 4 t6r Ordnung : Speciell für die Differentialgleichung 
4 ter Ordnung, wo die constanten Factoren der Coefficienten die Binomialcoeffi- 
cienten sind, wird die Gleichung (5) : 

u"i + 3 (u + 4/10 «" + 6 (« a + 2M + *,) u> + Su p 

+ u* + 4^ + 6a 2 M a + 4V* -f \ = . (5') 

Wenn wir diese letztere Gleichung in die zwei folgenden Gleichungen 
spalten 

+ 3 {u + i\) u" + 6 (w 8 + 2X x w + *,) w' + 3w'' = , (6) 



«' 



./// 



tt 4 -f- 4XJM 3 + 6^X + 4/l 8 w + A 4 =0 ( 6 

so wird im allgemeinen ein Integral w x von (5') nicht zugleich (6) und (6') 
befriedigen ; aber umgekehrt wird wenn u x ein Integral von (6) und eine Lösung 
von (6') ist, u x auch (5') genügen, und folglich wird 

fu,d» 

y — e> 
ein Integral der gegebenen Differentialgleichung (1) sein. 
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Also gilt der Satz : 

Wenn eine Wurzel der algebraischen Gleichung (6') zugleich ein Integral der 
nicht linearen Differentialgleichung Z ter Ordnung (6) ist, so ist sie die logarith. mische 
Ableitung eines Integrales der allgemeinen linearen Differentialgleichung (1). 

So haben z. B. die nicht lineare Differentialgleichung 3 ter Ordnung. 
u'" + 3 (w — 2x) u" + 6 (t* 2 — xu — |) u' + 3u'° = 8 

und die algebraische Gleichung 4 ten Grades 

m 4 — 2xu s — 3« 2 + AX{u — x) + x i + Zx % = 

(wo JET eine beliebige Funktion von x ist), die gemeinsame Lösung u t = x, und 
daher hat die Differentialgleichung 

^ x = ce 8 zu einem Integral, wie sich leicht verificieren lässt. 

Allgemeiner: wenn zwei Integrale u x und u % von (6) bekannt sind, so die- 
nen sie dazu, \ und a, a in (6) und weiterhin /\, 3 und a, 4 in (6') zu bestimmen. 

Daher ist die lineare Differentialgleichung, von welcher y x -=.e^ * undy a =e/ % " 
zwei Integrale sind, bestimmt. Die Trennung von (5') in (6) und (6') ist daher 
gleichbedeutend mit der Aufstellung zweier Bedingungen. 
So wird z. B. die Differentialgleichung 

u m + 3 f u _ 6^_+i) u " + 6 (u z — 6{b> + X u + 2a 2 ) w' + 3w" = 0, 

befriedigt durch t^ = x und Wg = 2x ; diese beiden Werte sind aber auch Wur- 
zeln der Gleichung 

* 4 — 6a?2 + 1 i* s + 12a;V — (9a; 8 — Ix) u + 2a; 4 — 6a; 2 = 






&* 



und daher sind, wie man leicht verificiert, y x = c^ 3 und y % = c a e x " zwei Inte- 
grale von 

y iv _ 6a?2 + X yin 4- 1 2*%" — (9a 3 — 7x) y' + (2x 4 — 6a; 2 ) ?/ = . (1") 

vu 

Man wolle hiebei beachten, dass die coefficienten in der gegeben Differen- 
tialgleichung (1) und in der algebraischen Gleichung (6') genau dieselben sind. 
20 
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Die Gleichung (5') kann auch zerlegt werden in eine lineare Differential- 
gleichung 3 ter Ordnung : 

u"' + 12\w" + 6V*' + 4A,u = (7) 

und in eine nicht lineare Differentialgleichung 2 ter Ordnung : 

Zuu 1 ' 4 6 (u + 2^) uu' + 3w" + w 4 + 4^ + ß\u* + X 4 = . (8) 

Wenn % gleichzeitig ein Integral von (7) und (8) ist, so ist e^" 1 * ein Inte- 
gral von (1). 

Also gilt der Satz : 

Wenn die logarithmische Ableitung des allgemeinsten Integrals der linearen 
Differentialgleichung 4 t6r Ordnung (1) der nicht linearen Differentialgleichung 

Suu" + 6 (u + 23,0 uu ' + 3u '* + u*+ 4A 1 m s + 63,«' -4- a 4 = (8) 

genügt, so genügt sie auch der linearen Differentialgleichung 3* er Ordnung : 

u"' + 1 2*!«" + 63,«' + 4% 3 u = , (7) 

und wenn die logarithmische Ableitung eines Integrals von (1) der Gleichung (7) 
genügt, so genügt sie auch der Gleichung (8) . 

§9. — Zweite Reduction — Kubische Relation zwischen den Integralen. 

Wir werden nun an Stelle von x in §3 setzen y, und annehmen, dass die 
Transformationsgruppe unserer linearen Differentialgleichung 4 ter Ordnung den 
Typus IX hat. Die Invariante 3 ter Ordnung ist gegeben als Schnitt der zwei 
Oberflächen : 

(i) jw«— ri = o oderals(3) Wfi-*i = 0, 
(2) y*y\-y\ = o ti-ifai = o. 

Das Problem kann jetzt, wie folgt, formuliert werden : 

Eine lineare Differentialgleichung 4 ter Ordnung zu integrieren, wenn man weiss, 
dass eine hubische Relation von der Form [3] zwischen ihren Integralen existiert, d, 
h. dass die Gruppe unserer Gleichung die Gruppe IX ist. 

Da die fragliche Gruppe nicht integrabel ist, so ist es unmöglich, die Gleich- 
ung durch Quadraturen zu integrieren. 
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Da die Gruppe IX die Untergruppe X mit einem Parameter weniger enthält, 
so folgt aus der allgemeinen Theorie, dass die Integration unserer Gleichung von 
der einer Differentialgleichung l ter Ordnung abhängt. In der Tat werden wir 
sehen, dass es eine Riccati'sche Gleichung ist ; aber wir wollen zuerst die Differ- 
entialgleichung 2 ter Ordnung betrachten, deren Resolvente sie ist. 

Die Curve (3) kann mit Hülfe zweier Parameter, wie folgt, dargestellt wer- 
den : 

Vx = wH, Vz — *V*!, v s — «S, Vi = u\ , (4) 

da ja (1) und (2) geschrieben werden können : 

y± = ML= V* — M i 
2/2 Vi ' ' V% w a * 

Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung 2 ter Ordnung, für welche u x 
und w a zwei unabhängige Integrale sind, die folgende sei : 

u" + Ku=0. (5) 

Um die Differentialgleichung zu bilden, von welcher y t . . . . y t abhängen, 

setzen wir : 

y = u s (6) 

und nötigen Falls y i = u 3 i (i = 1 .... 4). 

Differenzieren wir (6) vier mal, indem wir mit Hülfe von (5) die Ableit- 
ungen von u eliminieren, die höher als die erste sind, so erhalten wir : 

yW = — QOKuu'* — 30K'u*u' + (21 JT 8 — SK") u 3 , 



y'" 


= 




— ZlKtfu' 


— ZKu 3 + 6u'\ 


y" 


= 


6uu'* 




— 3Ku 3 , 


y' 


•= 




3wV 


u s 



woraus dann folgt : 

2/< IV > + lOKy" + lOK'y' + 3 (3^ a — SK") y = 0. 

Und man sieht leicht, dass u\u % und u x u% ebenso zwei Integrale von (7) sind, wie 
u\ und u\. 

Nun können wir statt der Gleichung (l), zufolge der Substitution z = y^ Kd% 
screiben : 
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tjAj "T" «5Aj ~™ ■ ■ Aj ? -/ 



wo p 2 = Ag — AJ — Af , 

j> 2 = A 2 — 3AjA 2 + 2XJ — Ä{', }- (8) 

^ 4 = \ — 4X^3 + 6A?a 2 — 3A? — 6A s Ai' + öa?a{ 

adjungieren wir also e^ Ha% unserem Rationalitätsbereich, so kann man die Differ- 
entialgleichung (a) als die allgemeine lineare Differentialgleichung 4 ter Ordnung 
ansehen. 

Vergleichen wir nun die Gleichung (a) mit (7), so sehen wir, dass : 

K=\- Pt , K>=§p 3> S(SK*-K") = p t (9) 

und wenn wir TT eliminieren, so erhalten wir 

3ft = 2p», i>4— P'z — (!W=0 (10) 

oder, durch die Coefficienten der gegebenen G-leichung ausgedrückt : 

Aj ■""" ZAt]A*% — — 4Aj "|™ oAjAg "p öAt% — ^Ag — U 

und 

A 4 — 4A!A S + 6Af A g — 3Af — 6A 2 A{ + 6A?A{ + 3A{* — A{" 

8d (A 3 - 3^3, + 2A? - AJ') — (|) 8 (Ä 8 - *,{ — A?) 8 = 0. 



bdx 



(11) 



Wenn die zwei Relationen (11) zwischen den Coefficienten der gegebenen 
Gleichung, oder die zwei Relationen (10) zwischen den zwei Coefficienten der 
Gleichung, in welcher das zweite Glied fehlt, existieren, so können vier Integrale 
geschrieben werden : 

Vi = «?«». Vi — **i«i, y z = u\, Vi—ul, (4) 

wo u x und «a Integrale der linearen Differentialgleichung 2 ter Ordnung und 
u" + hu = sind, und wo & sich aus einer der drei folgenden Gleichungen 
bestimmt : 

Diese letzten drei Gleichungen müssen zugleich bestehen können. 
Die von unserer Theorie geforderte Differentialgleichung l ter Ordnung ist die 
entsprechende Riccati'sche Gleichung. 

v' + v* + Jc = 0. (12) 

Die Relationen (11) stellen die Bedingungen dafür dar, dass die Differential- 
gleichung (1) die Gruppe IX als ihre Transforrnationsgruppe habe (§1, 77). 
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§10. — Dritte Reduction — Eine quadratische Relation zwischen den Integralen. 

Die quadratische Relation y\ — y 2 y± — ist offenbar ein Specialfall von 

2/1^ — 2/3^4 = 0. (1) 

Um die Reduction der Differentialgleichung welche sich daraus ergibt zu 
untersuchen, schreiben wir : 



u" = au, 
z" = ßz, 
y = uz. 



(2) 
(3) 
(4) 



Differenzieren wir (4) 4 mal und eliminieren wir mittelst der ersten zwei 
Gleichungen die Ableitungen von höherer Ordnung als der zweiten, so erhalten 
wir : 



y =uz, 

y 1 = u'z + UZ 1 , 

y" = {a+ß)uz + 2«V, 

y'H = (a! + ß') uz+ (a + Sß) u'z + (3a + ß) uz', 

y ™ = ( a " + ß" + a 2 + 6aß + ß 2 ) uz + (2a' + Aß') u'z 

+ (4a' + 2/3') uz' + 4 (a + ß) u'z'- 



(5) 



Nachdem man — 1, uz, u'z, uz 1 , u'z' eliminiert, ergibt sich folgende Differen- 
tialgleichung 4 ter Ordnung 

y™~ a ~Ej 2' W - 2 (« + £)2/''+[ < ^Ef (a + 3/3)-2(a' + 2/?')]^ 

+ [ ( a '~ a ^ +/?/) -K + ß") + (<* - £) 8 ] t/ = 0. (6) 
Beim Vergleichen mit der Gleichung (1, §1) erhält man : 

3X a =(a+/3), 



4 , _ «'-£' 



42, 



— a' — ß' 



(a + 30)-2(a' + 2/?'), 



a — /? 

X 4 = °L=£. (a' + /?') - (a" + ß>) + (a-/?) 3 . 
a — p 



(7) 
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Glücklicherweise lässt sich a leicht eliminieren und es entsteht : 

ß ' + A^ß = 3^ + 6^g — 2W . J 

Wenn wir ß aus diesen zwei Gleichungen eliminieren, finden wir die Beding- 
ung, welche zwischen den Coefficienten unserer Differentialgleichung bestehen 
muss, wenn y 1 y i — y 3 y i =o wird, mit andern Worten: wir finden so die Be- 
dingung, dass die Gruppe unserer Gleichung, die Gruppe VIII sein soll. 

Wenn u u u 2 , z lf z 2 die Integrale von (2) und (3) sind dann werden die Inte- 
grale unserer Differentialgleichung A t6r Ordnung sein : 

y\ = «a i y% — u% z z . Vz — u % z i > Vi — u i z z > 

welche offenbar der verlangten Beziehung y x y 2 — 2/32/4=0 genügen. 



SCHLUSSBEMERKUNG 



Lie hat gezeigt, dass seine Theorie auf alle damals bekannten Methoden, 
Differentialgleichungen zu integrieren, ein Licht wirft, indem sie alle diese ver- 
schiedenen aussehenden Methoden~unter einen Gesichtspunkt bringt. Aber wie 
wir bereits bemerkt haben, ist seine Theorie für die Differentialgleichung nicht 
so vollständig, wie die entsprechende Theorie für die algebraischen Gleichungen. 

Unsere Methode besteht kurz darin, möglichst viele der Gruppen in Ä 4 zu 
bestimmen, und die resultierenden Reductionen zu untersuchen, indem man 
annimmt, dass jede Gruppe der Reihe nach die Gruppe unserer Differential- 
gleichung ist. Das Problem kommt daher natürlicher Weise darauf hinaus, alle 
Gruppen in Ä 4 zu bestimmen. 

Wir haben aus einer gewissen Anzahl dieser Gruppen, und zwar meistens 
primitiven, die linearen homogenen Gleidei herausgegriffen. Aber dies genügt 
keineswegs. Es ist nämlich begreiflich, dass einige der weggelassenen Glieder 
in die linear homogene Form transformiert werden können ; und diese müssen 
daher, um unser Problem vollständig zu lösen, auch noch untersucht werden. 
Die linearen homogenen Glieder, welche wir betrachtet haben, bilden wieder 
eine Gruppe für sich. 

Um zu entscheiden ob die Gruppen integrabel sind oder nicht, haben wir 
Engel's Theorieen (§2) und die Methode der deri vierten Gruppen angewandt. 
Wir sahen, dass von den 14 betrachteten Gruppen, nur diejenige, welche die 
Cayley'sche Oberfläche Sx 1 x z aj 4 — x 3 x\ — 2x\ = invariant lässt, integrabel ist 

Unsere Ergebnisse scheinen daher anzudeuten, dass, wenn auch einige der 
Gruppen integrabel sind, bei den meisten dies noch nicht zutreffen dürfte, und 
dass daher die entsprechenden Reductionen nur teilweise nicht vollständige sind. 
Dies zeigt, dass wir im allgemeinen unsere Differentialgleichung nicht lösen kön- 
nen durch Integration einer Anzahl linearen Differentialgleichungen l ter Ordnung, 
aber wir können das Problem der Integration reducieren auf die Integration 
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einer oder mehrer Differentialgleichungen, die von niedrigerer Ordnung, als der 
4 ter sind. 

Wie zu erwarten war, zeigte sich, dass alle Gruppen algebraisch sind, und 
wir sahen (§1, I; §2), dass dies die einzige Art ist, mit der wir uns zu beschäf- 
tigen haben. 

Da die Gruppen in §3 entweder eine kubische oder eine quadratische Rela- 
tion zwischen den Integralen invariant lassen, so ergibt sich die Aufgabe, die 
entsprechenden Reductionen zu bestimmen. In §9 haben wir ein Beispiel einer 
kubischen und in §10 zwei Beispiele einer quadratischen Relation zwischen den 
Integralen. 

Es bleibt endlich noch die schwierigste Aufgabe (§1, IV) zu lösen, nämlich : 
" die Gruppe einer gegebenen Differentialgleichung zu bestimmen." Aber diese 
Aufgabe liegt zu weit asserhalb des Rahmens der vorliegenden Arbeit, und 
muss einer späteren Gelegenheit überlassen werden.* 



Ich ergreife die Gelegenheit gerne, Herrn Professor Burkhardt meinen 
besondern Dank auszusprechen für seine Liebenswürdigkeit und seine anre- 
genden Ratschläge. 

Zürich, Aug., 1901. 



* Siehe die Textnote, Seite 129. 



INHALTSVERZEICHNIS. 



SEITE 

Einleitung, 123 

I. Kapitel. 

Ueber die rationale Integration linearer Differentialgleichungen 4 ter Ordnung, . 125 
§1. Ueber rationelle Integration — Stellung der Aufgabe, Rationalitätsbereich, . . 125 

Formale und numerische Invarianten, 126 

Gruppe der invarianten Punktionen, .127 

Transformierte Gleichungen, 127 

Resolventen, ............. 127 

Analogen zu Lagranges Theorem, 127 

Rationalitätsgruppe (Transformationsgruppe), ....... 128 

Charakteristische Invarianten Typus der Gleichung .128 

Ueberblick, 129 

§2. Zergliederung des Problems, 129 

Iutegrable Gruppen, ............ 129 

Bedingungen für die Integrabilität, ......... 130 

IL Kapitel. 

Ueber die Gruppen in JR 4 , 130 

§3. Ueber die linearen homogenen Gruppen in R 4 , 130 

Wenn alle Gruppen in R t bekannt sind, 130 

Wenn alle projectiven Gruppen in B s bekannt sind, 131 

Gruppen in i2 4 , 131 

Ueberblick, 134 

Bemerkung, .............. 135 

§4. Ueber dreigliedrige Untergruppen, 135 

Methoden zur Bestimmung dreigliedriger Untergruppen, 135 

Methode der derivierten Gruppen, ......... 136 

Combination beider Methoden, .......... 137 

21 



156 Epsteen: Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen, etc. 

§5. Ueber die Integrabilität der Gruppen, ......... 137 

§6. Beweiss dass die Gruppen algebraisch sind, 141 

Erste Methode, 141 

Zweite Methode, 141 

§7. Invariante Untergruppen, 142 

III. Kapitel. 

§8. Erste Reduction, vermittelst der speciellen linearen Gruppe, .... 143 

Differentialgleichung n ter Ordnung, 144 

Differentialgleichung 4 ter Ordnung, 146 

§9. Zweite Reduction. Kubische Relation zwischen den Integralen, .... 148 

§10. Dritte Reduction. Quadratische Relation zwischen den Integralen, . . . 151 

Schlussbemerkung, 153 



